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resumo 
 
 
Neste trabalho serão reformuladas algumas noções e propriedades da Teoria 
dos Comutadores no contexto das variedades de algebras internas  e serão 
obtidos alguns resultados sobre preservação de comutadores por functores.  A 
definição de comutador terá como base a noção de pseudogrupóide
introduzida por G. Janelidze e M. C. Pedicchio em Pseudogroupoids and 
Commutators.   
 
  
  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
abstract 
 
In this work some notions and properties of Commutator Theory will be 
reformulated in the context of varieties of internal algebras and some results 
about preservation of commutators by functors will be obtained. The notion of 
commutator will be based on the notion of pseudogrupoid introduced by G. 
Janelidze and M. C. Pedicchio in Pseudogroupoids and Commutators. 
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Introduc¸a˜o
O objectivo deste trabalho e´ apresentar alguns resultados da Teoria dos comutadores no
contexto das algebras internas.
Assim comec¸a-se por fixar uma categoria E finitamente bem completa, isto e´, que possui
limites finitos e limites de diagramas constitu´ıdos por colecc¸o˜es de monomorfismos com o
mesmo contradomı´nio, e, uma variedade de algebras internas, A, em E .
Em primeira instaˆncia apresentam-se definic¸o˜es de algumas estruturas alge´bricas internas
(em E), constatando-se que uma identidade em A e´ simplesmente um diagrama em E , e ainda,
o limite de um diagrama em A coincide com o limite desse diagrama em E (i. e´, esquecendo
a estrutura que lhe esta´ subjacente). A seguir define-se a suba´lgebra gerada por um objecto
em E , so´ depois se apresentam as definic¸o˜es de congrueˆncia e de pseudogrupo´ide que esta˜o
na base no conceito generalizado de comutador.
A definic¸a˜o de comutador aparece em va´rios n´ıveis de generalidade. Quando se supo˜e
que existe adjunto a` esquerda para o functor-esquecido da categoria dos spans em A para a
categoria dos pseudogrupo´ides em A, chega-se a` conclusa˜o que o comutador e´ simplesmente
uma congrueˆncia efectiva. Admitindo, adicionalmente, que todo o pseudogrupo´ide em A e´
q-alge´brico, verifica-se que o comutador e´ definido por uma projecc¸a˜o cano´nica. Finalmente
mostra-se como a definic¸a˜o de comutador apresentada e´ uma generalizac¸a˜o da definic¸a˜o de
comutador modular. Nas u´ltimas secc¸o˜es mostra-se que o comutador em variedades inter-
nas em categorias de functores pode ser definido termo a termo e apresentam-se condic¸o˜es
suficientes para que um functor preserve comutadores.
Nestas notas usam-se sem demonstrac¸a˜o propriedades elementares de limites, colimites
e functores adjuntos, que podera˜o ser encontradas em [3]. Pontualmente e´ feita refereˆncia a
um resultado demonstrado por E. W. Kiss em [1].
Para a compreensa˜o deste trabalho o leitor devera´ ter um conhecimento de base em
Teoria das Categorias que podera´ ser proporcionado pelos primeiros cinco cap´ıtulos de [3].
Em termos da linguagem usada optou-se por manter a maioria das designac¸o˜es usadas
por Mac Lane com as devidas adaptac¸o˜es a` L´ıngua Portuguesa.
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1 Variedades de algebras internas
Para se perceber o que e´ uma variedade em E observem-se alguns exemplos:
Um mono´ide em E e´ um terno (A, e,m) em que A e´ um objecto em E e, e : 1 → A e
m : A× A→ A sa˜o morfismos em E tal que os diagramas comutam:
A× A× A
1A×m

m×1A // A× A
m

A× A m // A
A× 1
1A×e

A
〈1A,!A〉oo 〈!A,1A〉// 1× A
e×1A

A× A m // A A× Amoo
.
O mesmo processo aplica-se a outras identidades; por exemplo um grupo em E e´ um mono´ide
em E com um morfismo m′ : A→ A tal que os diagramas comutam:
A
!A

〈1A,1A〉// A× A 1A×m
′
// A× A
m

1 e
// A
A
!A

〈1A,1A〉// A× Am
′×1A// A× A
m

1 e
// A
comutam. Estes diagramas em Conjs traduzem as propriedades associativa, existeˆncia de
identidade e existeˆncia de inverso. A propriedade comutativa tambe´m pode ser descrita pelo
seguinte diagrama comutativo
A× A
pr2×pr1

m // A
A× A m // A.
Diz-se que f e´ um homomorfismo entre os grupos internos (A, e,m,m′) e (B, u, n, n′) se
e´ um morfismo f : A→ B em E tal que o diagrama seguinte comuta:
A× A
f×f

m // A
f

B ×B n // B.
De um modo geral os termos e as identidades numa variedade interna podem ser descritas
por diagramas tal como nestes exemplos.
Considere-se o functor-esquecido
A G // E (1.1)
que a cada a´lgebra faz corresponder o objecto de E onde a estrutura de a´lgebra e´ interpretada.
Teorema 1.1. Dado um functor F : J → A, sempre que existe limGF em E, existe limF
em A; e ainda, G preserva o limite, ou seja, G(limF ) ≈ limGF .
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Demonstrac¸a˜o. (em variedades de grupos internos, isto e´, para A = Grps(E))
Considere-se um functor
F : J // Grps(E).
tal que existe limGF em E . Pretende-se mostrar que G(limF ) ≈ limGF .
Seja τ o cone-limite de base GF , isto e´, para cada morfismo i→ j em J o diagrama
limGF
τi

τj
$$I
II
II
II
II
GFi // GFj
comuta e para qualquer outro cone de ve´rtice X e base GF existe um u´nico morfismo hx tal
que o diagrama
limGF
τi

τj
$$I
II
II
II
II
X
xi
uukkkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kk
xj}}{{
{{
{{
{{
hxoo_ _ _ _ _ _ _ _
GFi // GFj
comuta.
Cada Fi e´ um grupo em E , isto e´, existem morfismos mi, ei e m′i em E como no diagrama
Fi × Fi mi // Fi
m′i

1ei
oo
tais que os diagramas que traduzem, no contexto das algebras internas, as propriedades
associativa
Fi × Fi × Fi
1Fi×mi

mi×1Fi// Fi × Fi
mi

Fi × Fi mi // Fi,
existeˆncia de identidade
Fi × 1
1Fi×ei

Fi
〈1Fi ,!Fi 〉oo 〈!Fi ,1Fi 〉// 1× Fi
ei×1Fi

Fi × Fi mi // Fi Fi × Fimioo
e existeˆncia de inverso
Fi
!Fi

〈1Fi ,1Fi 〉// Fi × Fi
1Fi×m′i// Fi × Fi
mi

1 ei
// Fi
Fi
!Fi

〈1Fi ,1Fi 〉// Fi × Fi
m′i×1Fi// Fi × Fi
mi

1 ei
// Fi
comutam.
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A famı´lia de morfismos {mi|i ∈ J} induz um u´nico morfismo m como se pode observar pelo
seguinte diagrama comutativo:
limGF × limGF
τi×τi
zzuuu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
u
τj×τj

m //_________ limGF
τi

τj
1
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
1
GFi ×GFi
))RR
RRR
RRR
RRR
RR G(mi)
// GFi
$$I
II
II
II
II
GFj ×GFj
G(mj)
// GFj.
(1.2)
De modo ana´logo e´ poss´ıvel obter, de forma u´nica, morfismos e e m′ como no diagrama
limGF × limGF m // limGF
m′

1.e
oo
Dados estes morfismos facilmente se conclui que limGF admite uma estrutura de grupo em
E e da comutatividade do diagrama (1.2) ainda resulta que cada τi e´ um homomorfismo de
limGF para GFi.
Ora se A e´ um grupo em E e λ : A → F e´ um cone em Grps(E) (consistindo em ho-
momorfismos entre grupos λi : A → Fi), enta˜o Gλ : GA → GF e´ um cone em E , logo
Gλ = Gτ ◦ hA para um u´nico morfismo hA : GA → limGF . Como para cada i ∈ J , λi e τi
sa˜o homomorfismos tem-se
Gτi ◦m ◦ hA × hA = Gτi ◦ hA ◦mA
como se pode observar pela ana´lise do diagrama seguinte
A× A
((Q
QQ
QQ
QQ
mA //
hA×hA

Gλi×Gλi
((
A
hA

Gλi
uu
limGF × limGF
Gτi×Gτi

m
// limGF
Gτi

GFi ×GFi mi // GFi.
Da universalidade de limGF resulta a comutatividade do rectaˆngulo superior do diagrama
anterior, ou seja, hA e´ um homomorfismo.
Consequentemente τ e´ um cone-limite em Grps(E) e portanto G(limF ) ≈ limGF .
Ora assim, na ana´lise de limites de diagramas em A basta considerar diagramas em E
sem que seja necessa´rio lembrar a estrutura que lhe esta´ subjacente.
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2 A suba´lgebra gerada por um objecto em E
Seja A uma a´lgebra em A. Se α : a → A e β : b → A sa˜o monomorfismos em A enta˜o
a 6 b se existe um homomorfismo γ : a → b com βγ = α. Diz-se que a e´ equivalente a
b se a 6 b e b 6 a. A classe de equivaleˆncia a¯ designa-se suba´lgebra de A. Esta noc¸a˜o e´
simplesmente a noc¸a˜o de subobjecto numa variedade de algebras. Mais a` frente aparece a
noc¸a˜o de subcongrueˆncia que entende por um subobjecto na categoria das congrueˆncias.
Denote-se por Sub(A) a colecc¸a˜o de todas as subalgebras de A. 6 induz em Sub(A) uma
relac¸a˜o de ordem parcial: a¯ 6 a¯′ se e so´ se a 6 a′. Como por hipo´tese E e´ finitamente bem
completa e o functor G, referido em (1.1), preserva limites tambe´m A e´ finitamente bem
completa, consequentemente Sub(A) e´ um reticulado completo. Assim, existe para cada
subobjecto X de A em E
〈X〉 = ∧
X6a¯
a¯∈Sub(A)
a¯,
a suba´lgebra gerada por X.
Um homomorfismo f : A→ B entre algebras induz em A a seguinte adjunc¸a˜o
Sub(A)
f∗ //
Sub(B)
f∗
oo (2.1)
onde o adjunto direito f ∗(b¯) e´ a imagem inversa f−1(b¯) definida pelo pullback
f−1(b¯)




// b¯
β

A
f
// B
e o adjunto esquerdo f∗(a¯) e´ a imagem directa f(a¯) definida como a menor suba´lgebra em
B tal que o diagrama
a¯
α

// f(a¯)




A
f
// B
comuta. Em primeiro lugar note-se que estes functores esta˜o bem definidos e agora prove-se
que (2.1) define uma adjunc¸a˜o: Sejam a¯ ∈ Sub(A) e b¯ ∈ Sub(B) tais que f∗(a¯) 6 b¯, isto e´,
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existe em A um homomorfismo γ tal que no diagrama
a
/.-,()*+2

  B
B
B
B
B
-- f∗(a)
γ
}}{{
{{
{{
{{
{ 


/.-,()*+1

f ∗(b)


// b

A
f
// B
o triaˆngulo /.-,()*+1 comuta. Como o quadrado e´ um pullback existe um u´nico homomorfismo de
a para f ∗(b) tal que o diagrama /.-,()*+2 comuta.
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3 Congrueˆncias
Seja G um grafo em A consistindo em duas algebras A e B e dois homomorfismos d e c
de B para A. Diz-se que G e´ uma relac¸a˜o se os homomorfismos d e c sa˜o conjuntamente
mo´nicos, isto e´, se 〈d, c〉 : B → A× A e´ um monomorfismo em A.
Definic¸a˜o 3.1. Um grafo G e´ uma congrueˆncia se e´ uma relac¸a˜o
1. reflexiva, isto e´, existe um homorfismo  : A→ B com d = 1A = c;
2. sime´trica, isto e´, existe um homorfismo ι : B → B com dι = c e cι = d;
3. transitiva, isto e´, existe um homorfismo θ : B ×A B → B onde B ×A B e´ definido pelo
pullback
B ×A B
p1

p2 // B
d

B c
// A
,
tal que dθ = dp1 e cθ = cp2.
Usualmente identifica-se uma congrueˆncia com a imagem 〈d, c〉(B), que e´ uma suba´lgebra
de A× A. Assim a colecc¸a˜o de todas as congrueˆncias em A, que se denota por Cong(A), e´
um subconjunto de Sub(A× A).
Um homomorfismo f : A→ B entre algebras induz em A a seguinte adjunc¸a˜o
Cong(A)
f# //
Cong(B)
f#
oo (3.1)
tal que o diagrama seguinte comuta
Sub(A× A)
∪
Sub(B ×B)
∪
(f×f)∗oo
Cong(A) Cong(B)
f#
oo
onde ∗ e´ como em (2.1).
Dada uma congrueˆncia α em A designa-se a´lgebra quociente e denota-se por A/α o
coequalizador
α
α1 //
α2
// A // A/α .
Como a categoria C(A) das congrueˆncias em A e´ finitamente bem completa, a congrueˆncia
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gerada por X e´ definida como a intersecc¸a˜o de todas as congrueˆncias das quais X e´ um
subobjecto.
Seja f : A→ B um homomorfismo em A. O pullback
A×B A
p1

p2 // A
f

A
f
// B
(3.2)
define uma congrueˆncia em A que se denota por Cong(f).
Definic¸a˜o 3.2. Diz-se que uma congrueˆncia e´ efectiva se tem a forma de um pullback (3.2)
para algum f .
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4 Pseudogrupo´ides
Um Span S em A consiste em treˆs algebras S0, S ′0 e S1 e dois homomorfismos pi e pi′:
S0 S1
pioo pi
′
// S ′0 (4.1)
Designe-se por a´lgebra dos diamantes a suba´lgebra S4 de S1×S1×S1×S1 = S41 definida
pelo limite do quadrado:
S1
pi

pi′ // S ′0 S1
pi′oo
pi

S0 S4
pi11@@@
__@@@
pi12}}}
>>}}}
pi21
~~
~
~~
~ pi22
AA
A
  A
AA
S0
S1
pi
OO
pi′
// S ′0 S1;pi′
oo
pi
OO
(4.2)
Considerando os pullbacks
S2
pi2 //
pi1

S1
pi

S1 pi
// S0
, S ′2
pi′2 //
pi′1

S1
pi′

S1
pi′
// S ′0
,
S4 tambe´m pode ser representado como o limite do quadrado
S1 S
′
2
pi′1oo
pi′2 // S1
S2
pi1
OO
pi2

S4 s2 //s1oo
s3
OO
s4

S2
pi1
OO
pi2

S1 S
′
2pi′1
oo
pi′2
// S1.
(4.3)
Definic¸a˜o 4.1. Um pseudogrupo´ide numa variedade A e´ um par (S,m) em que S e´ um span
como em (4.1) e m : S4 → S1 e´ um homomorfismo, tais que:
1. m e´ paralelo a pi12, isto e´, o diagrama
S1
pi

S4
m

pi12oo pi12 // S1
pi′

S0 S1pi
oo
pi′
// S ′0
(4.4)
comuta.
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2. m e´ independente de pi12, isto e´: seja S4 ×V S4 o limite de
S4 ×V S4 t2 //
t1

S4

pi11;pi21;pi22

S4
//
pi11;pi21;pi22
//// S1
, (4.5)
o diagrama
S4 ×V S4 t2 //
t1

S4
m

S4 m
// S1
comuta.
3. O igualizador
E
e // S4 pi21
//
pi11 //
S1 (4.6)
e´ tal que o diagrama
E
e

e // S4
pi22

S4 m
// S1
comuta.
4. O igualizador
E
e // S4 pi22
//
pi21 //
S1 (4.7)
e´ tal que o diagrama
E
e

e // S4
pi11

S4 m
// S1
comuta.
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5. Seja S8 o limite do diagrama
S4
pi22
  
pi11

pi21

pi12 // S1 S4
pi11
  
pi22

pi21

pi12oo
S1 S8
γ
``AAAAAAA
δ
>>~~~~~~~~
α
~~ ~
~~
~~
~~
β   A
AA
AA
AA
S1
S4
pi12
>>
pi11
OO
pi21
OO
pi22
// S1 S4
pi12
ii
pi22
OO
pi21
OO
pi11
oo
, (4.8)
onde
pi11 ◦ α = pi11 ◦ γ pi21 ◦ β = pi21 ◦ δ
pi21 ◦ α = pi21 ◦ γ pi12 ◦ β = pi22 ◦ γ
pi12 ◦ α = pi11 ◦ δ pi22 ◦ β = pi22 ◦ δ
pi22 ◦ α = pi11 ◦ β pi12 ◦ γ = pi12 ◦ δ;
o diagrama
S8
〈m◦α,〈pi21,pi12,pi22〉◦δ〉 //
〈〈pi11,pi21,pi12〉◦γ〉,m◦β〉

S4
m

S4 m
// S1
comuta.
Em particular, se S e´ uma relac¸a˜o, na˜o existem homomorfismos paralelos no sentido de
(4.4), logo S admite uma u´nica estrutura de pseudogrupo´ide
m = pi12 : S4 // S1. (4.9)
Todo o pseudogrupo´ide (S,m) tem um dual (S,m)op = (Sop,mop) onde Sop =
S ′0 S1
pi′oo pi // S0 , (4.10)
e mop e´ definido por
mop = m ◦ 〈pi22, pi21, pi12, pi11〉 .
Seja P (A) a categoria dos pseudogrupo´ides em A. Um morfismo entre dois pseudo-
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grupo´ides ϕ : (S,m)→ (T, n) e´ um morfismo entre spans
S0
ϕ0

S1
ϕ1

piSoo
pi′S // S ′0
ϕ′0

T0 T1piT
oo
pi′T
// T ′0
tal que o diagrama
S4
m //
!

S1
ϕ1

T4 n
// T1
comuta; onde ! e´ o u´nico morfismo de S4 para T4 determinado pelo facto de T4 ser o limite
do quadrado exterior do diagrama seguinte:
T1
piT //
pi′T

T0 T1
piToo
pi′T

S1
ϕ1@@@
``@@@
pi′S

piS // S0
ϕ0
OO
S1
ϕ1|||
>>|||
piSoo
pi′S

T4
pi′12
&&
pi′11
<<
pi′21
""
pi′22
88
T ′0 S
′
0
ϕ′0oo S4
!
|| E
I
LP
TX[_cfjn
r
u
y
pi11@@@
__@@@
pi′21~~~
??~~~
pi21
~~
~
~~
~ pi22
@@
@
@
@@
S ′0 ϕ′0 // T
′
0
S1
ϕ1
~~
~
~~ ~
~
pi′S
OO
piS
// S0 S1
ϕ1
BB
B
  B
BB
piS
oo
pi′S
OO
T1 piT
//
pi′T
OO
T0 T1.piT
oo
pi′T
OO
A categoria dos pseudogrupo´ides em A e´ finitamente bem completa logo para cada sub-
objecto X de S1 existe em (S,m) o subpseudogrupo´ide gerado por X.
Seja S(A) a categoria dos spans em A. O functor-esquecido da categoria dos pseudo-
grupo´ides para a categoria dos spans
P (A) U // S(A) (4.11)
e´ o functor que a cada pseudogrupo´ide (S,m) faz corresponder o respectivo span S sem a
estrutura de pseudogrupo´ide.
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5 Pseudogrupo´ides livres
Nesta secc¸a˜o suponha-se que o functor-esquecido descrito em (4.11), possui adjunto a` es-
querda:
P (A)
U //
S(A)
F
oo . (5.1)
Considere-se o seguinte triaˆngulo comutativo
P (A) U // S(A)
R(A)
incl
ccGGGGGGGGG incl
;;wwwwwwwww
, (5.2)
onde R(A) e´ a categoria das relac¸o˜es em A e a inclusa˜o, incl, a` esquerda existe como conse-
queˆncia da observac¸a˜o (4.9).
Proposic¸a˜o 5.1. As incluso˜es incl : R(A) → S(A) e incl : R(A) → P (A) teˆm adjunto a`
esquerda:
R(A)
incl //
S(A)
Rel
oo R(A)
incl //
P (A)
Rel
oo
e o diagrama
S(A)
Rel ##G
GG
GG
GG
GG
F // P (A)
Rel{{www
ww
ww
ww
R(A)
(5.3)
comuta.
Demonstrac¸a˜o. Para cada span S =
(
S0 S1
pioo pi
′
// S ′0
)
defina-se
Rel(S) = Rel(S1) = 〈pi, pi′〉(S1).
Sejam R =
(
R1
〈d,c〉 // R0 ×R0
)
uma relac¸a˜o em A e ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ′0) ∈ HomS(A)(S, inc(R)).
Observe-se o diagrama:
∗
f //
g
// S1
ϕ1

〈pi,pi′〉 //
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
J S0 × S ′0
ϕ0×ϕ′0

〈pi, pi′〉(S1)/.-,()*+1
inc
88ppppppppppp
ϕ1
yyt
t
t
t
t
R1 〈d,c〉
// R0 ×R0
onde f(∗) e g(∗) sa˜o paralelos, isto e´, 〈pi, pi′〉 e´ o co-igualizador de f e g. Como 〈d, c〉 e´ um
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monomorfismo e o rectaˆngulo comuta, tem-se que, ϕ1 ◦ f = ϕ1 ◦ g. Logo existe um u´nico
morfismo ϕ ∈ HomR(A)(Rel(S), R) tal que o triaˆngulo 1© comuta. Isto mostra que
R(A)
incl //
S(A).
Rel
oo
e´ uma adjunc¸a˜o.
Se S tem uma estrutura de pseudogrupo´ide considere-se Rel(S,m) = Rel(S). Facilmente
se verifica que
R(A)
incl //
P (A).
Rel
oo
tambe´m e´ uma adjunc¸a˜o.
A comutatividade do diagrama (5.3) resulta da comutatividade de (5.2) e dos seguintes
resultados: a composic¸a˜o de adjuntos esquerdos e´ um adjunto esquerdo e o adjunto esquerdo
e´ u´nico a menos de um isomorfismo. Este u´ltimo resultado justifica-se pelo facto de o
functor-Yoneda ser pleno e fiel.
Dado um span S em A, F (S) diz-se o pseudogrupo´ide livre relativamente a S, denote-se
F (S) = (S∗,m) .
Como consequeˆncia desta proposic¸a˜o S∗0 = S0 e (S
∗)′0 = S
′
0:
S∗ = (S0 S∗1
pi∗oo (pi
∗)′ // S ′0)
Seja η a unidade da adjunc¸a˜o (5.1)
S1
pi
~~ ~
~~
~~
~~ pi′
  @
@@
@@
@@
η=ηS

S0 S
′
0
S∗1
pi∗
__@@@@@@@@ (pi∗)′
??~~~~~~~
.
Da propriedade universal de η resulta que S∗ e´ simplesmente o subpseudogrupo´ide gerado
por η(S1).
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6 Pseudogrupo´ides alge´bricos
Tal como na secc¸a˜o anterior suponha-se que (5.1) e´ uma adjunc¸a˜o.
Um termo de aridade n na variedade A e´, para cada a´lgebra X em A, interpretado como
um morfismo em E , q : Xn // X , onde Xn = X ×X...×X.
Seja q um termo de aridade quatro em A, se f : A→ B e´ um homomorfismo em A enta˜o
o diagrama
A4
f×f×f×f

q // A
f

B4 q
// B
comuta.
Definic¸a˜o 6.1. Diz-se que um pseudogrupo´ide (S,m) em A e´ q-alge´brico se A possui um
termo q de aridade quatro tal que m = q|S4 .
Lema 6.2. Sejam q um termo de aridade quatro em A, tal que para qualquer a´lgebra X em
A os diagramas
X ×X〈pr1,pr2,pr1,pr2〉//
〈pr1,pr2,pr1,pr2〉

X4
q

X4 pr3
// X
X ×X〈pr1,pr1,pr2,pr2〉//
〈pr1,pr1,pr2,pr2〉

X4
q

X4 pr3
// X
(6.1)
comutam e S um span em A. Se m : S4 → S1 e´ um homomorfismo satisfazendo a Definic¸a˜o
4.1 (2) e m = q|S4 enta˜o (S,m) e´ um pseudogrupo´ide em A.
Demonstrac¸a˜o. Pretende-se mostrar que (S,m) satisfaz as restantes condic¸o˜es da Definic¸a˜o
4.1.
4.1 (1):
pi ◦m = pi ◦ q|S4
= pi ◦ q ◦ 〈pi11, pi21, pi12, pi22〉
= q ◦ 〈pi ◦ pi11, pi ◦ pi21, pi ◦ pi12, pi ◦ pi22〉
= pi ◦ pi21
analogamente pi′ ◦m = pi′ ◦ pi21.
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4.1 (3): Considere-se o igualizador (4.6)
m ◦ e = m ◦ 〈pi11, pi21, pi12, pi22〉 ◦ e
= m ◦ 〈pi11 ◦ e, pi21 ◦ e, pi12 ◦ e, pi22 ◦ e〉
= q ◦ 〈pi11 ◦ e, pi21 ◦ e, pi12 ◦ e, pi22 ◦ e〉
= q ◦ 〈pi11 ◦ e, pi11 ◦ e, pi22 ◦ e, pi22 ◦ e〉
= pi22 ◦ e
4.1 (4): Considere-se o igualizador (4.7)
m ◦ e = m ◦ 〈pi11, pi21, pi12, pi22〉 ◦ e
= q ◦ 〈pi11 ◦ e, pi21 ◦ e, pi12 ◦ e, pi22 ◦ e〉
= q ◦ 〈pi11 ◦ e, pi21 ◦ e, pi11 ◦ e, pi21 ◦ e〉
= pi11 ◦ e
4.1 (5):
m ◦ 〈m ◦ α, 〈pi21, pi12, pi22〉 ◦ δ〉 =
= m ◦ 〈m ◦ α,m ◦ 〈pi21, pi21, pi21, pi21〉 ◦ δ,
m ◦ 〈pi11 ◦ α, pi21 ◦ α, pi12 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉,m ◦ 〈pi21, pi21, pi22, pi22〉 ◦ δ〉
= q|S4 ◦ 〈m ◦ 〈pi11 ◦ α, pi21 ◦ α, pi12 ◦ α, pi22 ◦ α〉,m ◦ 〈pi21 ◦ δ, pi21 ◦ δ, pi21 ◦ δ, pi21 ◦ δ, 〉,
m ◦ 〈pi11 ◦ α, pi21 ◦ α, pi12 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉,m ◦ 〈pi21 ◦ δ, pi21 ◦ δ, pi22 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉〉
= m ◦ 〈q|S4 ◦ 〈pi11 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi11 ◦ α, pi21 ◦ δ〉, q|S4 ◦ 〈pi21 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi21 ◦ α, pi21 ◦ δ〉,
q|S4 ◦ 〈pi12 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi12 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉, q|S4 ◦ 〈pi22 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi22 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉〉
= m ◦ 〈pi11 ◦ α, pi21 ◦ α,m ◦ 〈pi12 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi12 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉,
m ◦ 〈pi22 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi22 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉〉
= m ◦ 〈pi11 ◦ γ, pi21 ◦ γ, pi12 ◦ δ,m ◦ 〈pi22 ◦ α, pi21 ◦ δ, pi22 ◦ δ, pi22 ◦ δ〉〉
= m ◦ 〈pi11 ◦ γ, pi21 ◦ γ, pi12 ◦ γ,m ◦ 〈pi11 ◦ β, pi21 ◦ β, pi22 ◦ β, pi22 ◦ β〉〉
= m ◦ 〈〈pi11, pi21, pi12〉 ◦ γ,m ◦ β〉
Proposic¸a˜o 6.3. Dado um termo q de aridade quatro em A, as seguintes condic¸o˜es sa˜o
equivalentes:
1. todo o pseudogrupo´ide em A e´ q-alge´brico;
2. q e´ tal que para qualquer a´lgebra X em A os diagramas (6.1) comutam e para qualquer
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span S em A o diagrama
S4 ×V S4 t2 //
t1

S4
ηS◦q|S4

S4 ηS◦q|S4
// S∗1
(6.2)
comuta, onde S4 ×V S4 e´ o limite descrito em (4.5).
Demonstrac¸a˜o. (1)⇒ (2): Considere-se o span S =
1 Xoo X .
Este span e´ uma relac¸a˜o logo admite uma estrutura de pseudogrupo´ide com m = pi12 e
〈pr1, pr2, pr1, pr2〉(X ×X) e´ uma subalgebra de S4 dado que o diagrama
X

X X

1 S4
pi11AAA
``AAA
pi12}}}
>>}}}
pi21


 
 pi22
??
?
?
???
1
〈pr1, pr2, pr1, pr2〉(X ×X)
44
hhhhhhhhhhhhhhh
44hhhhhhh
X
OO
X X
OO
,
comuta. Logo diagrama do lado esquerdo da figura (6.1) comuta.
Analogamente, considerando o span
X X // 1 ,
obte´m-se a comutatividade do diagrama do lado direito da figura (6.1).
Para demonstrar (6.2) basta observar que para um span S fixado arbitrariamente, no
diagrama seguinte
S4 ×V S4
''N
NN
NN
N
t2 //
t1

S4
q|S4

(ηS)
4
~~
~~
~~
~~
S∗4 ×V S∗4 /.-,()*+1
t∗2 //
t∗1

S∗4
m

/.-,()*+3
S∗4 /.-,()*+2
m
// S∗1 S1ηS
oo
S4
(ηS)
4
77pppppppppppppp
q|S4
// S1
ηS
OO
o rectaˆngulo 1© comuta pela definic¸a˜o de pseudogrupo´ide e os quadrila´teros 2© e 3© comutam
porque ηS e´ um homomorfismo. Donde resulta a comutatividade do pol´ıgono exterior.
(2)⇒ (1): Observe-se em primeiro lugar que m e´ paralelo a q|S4 :
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pi ◦ q|S4 = pi ◦ q ◦ 〈pi11, pi21, pi12, pi22〉
= q ◦ 〈pi ◦ pi11, pi ◦ pi21, pi ◦ pi12, pi ◦ pi22〉
= pi ◦ pi12,
analogamente
pi′ ◦ q|S4 = pi′ ◦ pi12.
Assim tem-se:
m = m ◦ 〈pi11, pi21, q|S4 , pi22〉
= m ◦ q ◦ 〈〈pi11, pi21, pi11, pi21〉,
〈pi21, pi21, pi21, pi21〉, 1S4 , 〈pi21, pi21, pi22, pi22〉〉
= q ◦ 〈m ◦ 〈pi11, pi21, pi11, pi21〉,m ◦ 〈pi21, pi21, pi21, pi21〉,m,m ◦ 〈pi21, pi21, pi22, pi22〉〉
= q ◦ 〈pi11, pi21,m, pi22〉.
Por outro lado da comutatividade do diagrama (6.2) resulta que:
ηS ◦ (q ◦ 〈pi11, pi21,m, pi22〉) = ηS ◦ q|S4
consequentemente
ηS ◦m = ηS ◦ q|S4
Admitindo-se por hipo´tese que S admite uma estrutura de pseudogrupo´ide, ηS e´ um (cindido)
monomorfimo, logo m = q|S4 .
Teorema 6.4. Seja q um termo de aridade quatro em A. Se todo o pseudogrupo´ide em
A e´ q-alge´brico enta˜o para todo o span S em A a imagem ηS(S) e´ um pseudogrupo´ide, e
consequentemente S∗1 = ηS(S1).
Demonstrac¸a˜o. Sejam S =
S0 S1
pioo pi
′
// S ′0
e (S∗,m∗) o pseudogrupo´ide livre relativamente a S. Considere-se a seguinte composic¸a˜o de
homomorfismos m′ =
(ηS(S1))4 // // S
∗
4
m∗ // S∗1
onde (ηS(S1))4 e´ a a´lgebra dos diamantes relativamente ao span ηS(S) =
S0 ηS(S1)
pi|ηS(S1)oo pi
′|ηS(S1)// S ′0.
Pela proposic¸a˜o anterior os diagramas (6.1) comutam e da comutatividade do pol´ıgono ex-
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terior do diagrama
S4 ×V S4
epi
SSSS
SS
))SSS
SSS
t2 //
t1

S4
epi

(ηS(S1))4 ×V (ηS(S1))4/.-,()*+1
t∗2 //
t∗1

(ηS(S1))4
m′

S4 epi
// (ηS(S1))4
m′
// S∗1
resulta a comutatividade de 1©. Logo pelo Lema 6.2 (ηS(S),m′) e´ um pseudogrupo´ide.
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7 Comutador
Definic¸a˜o 7.1. Seja A uma categoria finitamente bem completa e
S = (S0 S1
pioo pi
′
// S ′0)
um span em A. O comutador [S] de S e´ a congrueˆncia em S1 definida pela intersecc¸a˜o
[S] =
∧
ϕ∈ΦS
Cong(ϕ1) (7.1)
onde ΦS e´ a colecc¸a˜o de todos os morfismos de S para os spans em A que admitem uma
estrutura de pseudogrupo´ide.
1. Em particular se S tem uma estrutura de pseudogrupo´ide
[S] = ∆S1 (7.2)
onde ∆S1 = Cong(1S1).
2. Admita-se a existeˆncia da adjunc¸a˜o (5.1). Tem-se que se ϕ ∈ ΦS enta˜o existe um u´nico
morfismo h em S(A) tal que o diagrama
S
η //
ϕ
?
??
??
??
??
??
??
??
? S
∗
h






um span que
admite estrutura
de pseudogrupo´ide
comuta. Donde Cong(η) 6 Cong(ϕ), logo o comutador
[S] = Cong(η) .
3. Sejam q um termo de aridade quatro em A e S um span em A. Suponha-se que existe
a adjunc¸a˜o (5.1) e que todo o pseudogrupo´ide em A e´ q-alge´brico. O homomorfismo
cano´nico S1 → S1/[S], de S1 para a a´lgebra quociente S1/[S], tem a propriedade
universal que se pretende para η como se mostra imediatamente a seguir:
Seja T um span que admite uma estrutura de pseudogrupo´ide e f1 um homomorfismo
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de S1 para T1
[S]
p1 //
p2
// S1 //
f1 ""F
FF
FF
FF
FF
S1/[S]



T1
,
como [S] 6 Cong(f1) e S1/[S] e´ o igualizador dos homomorfismos paralelos do diagra-
ma, existe um u´nico morfismo S1/[S]→ T1 tornando o diagrama anterior comutativo.
Logo o pseudogrupo´ide livre e´ definido por F (S) = (S∗,m)
S∗ = S0 S1/[S]
pi∗oo (pi
∗)′ // S ′0
e m = q|S4 .
Pela Proposic¸a˜o 6.3 e pelo Lema 6.2 [S] e´ a menor congrueˆncia em S1 tal que a com-
posic¸a˜o
S4
q|S4 // S1
τ // S1/[S]
e´ um homomorfismo e o diagrama
S4 ×V S4 t2 //
t1

S4
τ◦q|S4

S4
τ◦q|S4
// S1/[S]
comuta.
Considere-se a adjunc¸a˜o descrita em (3.1).
Proposic¸a˜o 7.2. Seja S = (S0 S1
pioo pi
′
// S ′0) um span em A.
1. Para todo o homomorfismo χ : S // T em S(A),
[S] 6 χ#1 [T ], χ1#[S] 6 [T ]. (7.3)
em particular, se S1 = T1 e χ1 = 1S1 enta˜o
[S] 6 [T ]. (7.4)
2. [Sop] = [S].
3. [S] 6 Cong(pi) ∧ Cong(pi′).
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Demonstrac¸a˜o. (1): Para todo ϕ ∈ ΦT tem-se
ϕχ ∈ ΦS
e
Cong(ϕ1χ1) = χ
#
1 Cong(ϕ1) (7.5)
visto que o diagrama
S1 ×(ϕ1χ1,ϕ1χ1) S1 //

T1 ×(ϕ1,ϕ1) T1

S1 × S1 χ1×χ1 // T1 × T1
e´ um pullback. De (7.5) resulta que [S] 6 χ#1 Cong(ϕ1), para todo ϕ ∈ ΦT . Donde se obte´m
[S] 6
∧
ϕ∈ΦT
χ#1 Cong(ϕ1).
Como χ#1 tem adjunto a` esquerda, preserva limites e em particular intersecc¸o˜es, obte´m-se a
primeira relac¸a˜o de (1). A segunda obte´m-se pelo facto de χ#1 e χ1# serem adjuntos:
[S] 6 χ#1 [T ]⇒ Hom([S], χ#[T ]) 6= ∅
⇒ Hom(χ#[S], [T ]) 6= ∅
⇒ χ#[S] 6 [T ].
(2): Considere o functor ()op que a cada objecto faz corresponder o seu dual e o functor U
de (4.11). Como o diagrama
P (A) U //
()op

S(A)
()op

P (A)
U
// S(A)
comuta, a aplicac¸a˜o
ΦS // ΦSop
definida por
(ϕ : S // P )  // (Φop : Sop // P op)
e´ uma bijecc¸a˜o.
(3): Considere-se o seguinte diagrama comutativo
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S0
1S0

S1
〈pi,pi′〉

pioo pi
′
// S ′0
1S′0

S0 S0 × S ′0 pr2 //pr1oo S ′0
o span da linha de baixo e´ uma relac¸a˜o logo admite uma estrutura de pseudogrupo´ide e
portanto 〈pi, pi′〉 ∈ ΦS. Consequentemente
[S] 6 Cong(〈pi, pi′〉).
analisando o diagrama
Cong(pi) ∧ Cong(pi′)
{{
--



Cong(pi′)
/.-,()*+3
//

S1
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
iiii
pi′

Cong(〈pi, pi′〉)
/.-,()*+2
//

OO


tth h
h h
h h
h h
h h
33gggggggggggg
S1
〈pi,pi′〉

Cong(pi)
/.-,()*+1
//

S1
pi

S1
pi′ // S ′0
S1
hhhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhhh
hhh 〈pi,pi′〉
// S0 × S ′0
pr1
rrffffff
ffffff
ffffff
ffffff
ffffff
fff
pr2
44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
S1 pi
// S0 ,
como /.-,()*+1 , /.-,()*+2 e /.-,()*+3 sa˜o pullbacks conclui-se que Cong(〈pi, pi′〉) = Cong(pi) ∧ Cong(pi′).
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8 Congrueˆncias duplas
Considere-se Cong(A), a categoria das congrueˆncias em A, onde um morfismo f entre duas
congrueˆncias, G e G′, e´ um diagrama
G = (G1
f1

d //
c
// G0)
f0

G′ = (G′1
d′ //
c′
// G
′
0)
com d′ ◦ f1 = f0 ◦ d e c′ ◦ f1 = f0 ◦ c.
Como A e´ finitamente bem completa, tambe´m Cong(A) e´ finitamente bem completa.
Uma congrueˆncia dupla em A, e´ uma congrueˆncia em Cong(A). Ou seja, uma congrueˆncia
dupla e´ descrita por um diagrama
G1
g1

f1

d //
c
// G0
g0

f0

G′1
d′ //
c′
// G
′
0
onde
d′ ◦ f1 = f0 ◦ d, c′ ◦ f1 = f0 ◦ c,
d′ ◦ g1 = g0 ◦ d, c′ ◦ g1 = g0 ◦ c,
em que cada par de homomorfismos paralelos forma uma congrueˆncia.
Um span S determina, via (4.3), uma congrueˆncia dupla que se denota por Cong(S):
S4
s4

s3

s1 //
s2
// S2
pi1

pi2

S ′2
pi′1 //
pi′2
// S1
.
Para mostrar que o diagrama anterior define uma congrueˆncia dupla basta ter presente que
S4, S2 e S
′
2 sa˜o definidos por pullbacks. Mostre-se apenas que o par de morfismos
S2
pi2
//
pi1 //
S1
define uma relac¸a˜o de congrueˆncia, para os restantes a demonstrac¸a˜o e´ ana´loga.
Em primeiro lugar, 〈pi1, pi2〉 e´ um monomorfismo porque a existeˆncia de homomorfismos
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paralelos f e g tais que 〈pi1, pi2〉 ◦ f = 〈pi1, pi2〉 ◦ g = h contraria o facto de S2 ser um pullback
•
f   @
@@
@@
@@ g
  @
@@
@@
@@
pr2◦h

pr1◦h
))
S2
pi2 //
pi1

S1
pi

S1 pi
// S0.
A existeˆncia dos homomorfismos , ι e θ definidos por
S1

  A
A
A
A
S2
pi2 //
pi1

S1
pi

S1 pi
// S0
S2
ι
  A
A
A
A pi1
##
pi2

S2
pi2 //
pi1

S1
pi

S1 pi
// S0
S2 ×s1 S2
θ
$$I
I
I
I
I
pi2◦p2
%%
pi1◦p1
  
S2
pi2 //
pi1

S1
pi

S1 pi
// S0
mostra que a relac¸a˜o e´ reflexiva, sime´trica e transitiva, respectivamente.
Definic¸a˜o 8.1. Uma congrueˆncia dupla diz-se efectiva se e´ da forma Cong(S) para algum
span em A
Lema 8.2. Dado um pseudogrupo´ide (S,m) em A, as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes:
1. m = pi12;
2. m ◦ 〈pi21, pi11, pi22, pi12〉 = pi22;
3. m ◦ 〈pi22, pi12, pi21, pi11〉 = pi21;
4. m ◦ 〈pi12, pi22, pi11, pi21〉 = pi11.
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Demonstrac¸a˜o. Para mostrar este lema e´ suficiente mostrar que (1)⇒(2), pois as outras para
as outras implicac¸o˜es o procedimento pode ser repetido de modo ana´logo.
Os quatro homomorfismos
S4 S4
S4
c
``AAAAAAA
d
>>~~~~~~~~
a
~~ ~
~~
~~
~~ b
  A
AA
AA
AA
S4 S4
definidos por
a = 〈pi21, pi11, pi21, pi11〉 b = 1S4
c = 〈pi21, pi11, pi22, pi12〉 d = 〈pi21, pi21, pi22, pi22〉
tornam o diagrama (4.8) comutativo. Logo tem-se
m ◦ 〈pi21, pi11, pi22, pi12〉 = m ◦ 〈pi21, pi11, pi22,m〉
= m ◦ 〈〈pi11, pi21, pi12〉 ◦ c〉,m ◦ b〉
= 〈m ◦ a, 〈pi21, pi12, pi22〉 ◦ d〉
= m ◦ 〈pi21, pi21, pi22, pi22〉
= pi22.
Definic¸a˜o 8.3. A a´lgebra Com(S,m) definida pelo igualizador
Com(S,m) com // S4
m //
pi12
// S1 (8.1)
designa-se a´lgebra dos diamantes comutativos.
Proposic¸a˜o 8.4. Seja (S,m) um pseudogrupo´ide em A. A a´lgebra dos diamantes comuta-
tivos Com(S,m) e´ uma subcongrueˆncia dupla de S4.
Demonstrac¸a˜o. Considere-se o diagrama
Com(S,m)
s4◦com

s3◦com

s1◦com//
s2◦com
// S2
pi1

pi2

S ′2
pi′1 //
pi′2
// S1
.
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Mostre-se apenas que
Com(S,m)
s1◦com//
s2◦com
// S2
define uma congrueˆncia.
Tem-se por hipo´tese que o diagrama
S4 ×S2 S4 θ // S4
ι
WW
s1 //
s2
// S2


define uma congrueˆncia para alguns morfismos , ι e θ.
- 〈s1 ◦ com, s2 ◦ com〉 e´ um monomorfismo: com e´ um monomorfismo dado que, se existe um
par de homomorfismos paralelos f e g tais que
com ◦ f = com ◦ g
tem-se
Com(S,m) com // S4
m //
pi12
// S1
•
f
OO
g
OO
h
99rrrrrrrrrrrr
com
m ◦ h = pi12 ◦ h
o que contraria o facto de Com(S,m) ser um igualizador. Assim 〈s1◦com, s2◦com〉 escreve-se
como a composic¸a˜o de dois monomorfismos
〈s1 ◦ com, s2 ◦ com〉 = 〈s1, s2〉 ◦ com
logo e´ mono.
- Reflexividade: Das igualdades
pi12 ◦  = pi1 ◦ s2 ◦ 
= pi1 ◦ s1 ◦ 
= pi11 ◦ ,
resulta que
m ◦  = m ◦ 〈pi11 ◦ , pi21 ◦ , pi12 ◦ , pi22 ◦ 〉
= pi12 ◦ .
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Logo existe um u´nico homomorfismo ′ fazendo o diagrama seguinte comutativo
Com(S,m) com // S4
m //
pi12
//
s2
yyss
ss
ss
ss
ss
ss1
yyss
ss
ss
ss
ss
s S1
S2
′
OO



LL
.
- Simetria: Pelo Lemma 8.2 e atendendo aos diagramas (4.2) e (4.3) tem-se
m ◦ ι ◦ com = m ◦ 〈pi11 ◦ ι, pi21 ◦ ι, pi12 ◦ ι, pi22 ◦ ι〉 ◦ com
= m ◦ 〈pi12, pi22, pi11, pi21〉 ◦ com
= pi11 ◦ com
= pi1 ◦ s1 ◦ com
= pi1 ◦ s2 ◦ ι ◦ com
= pi12 ◦ ι ◦ com
donde se conclui que existe um u´nico morfismo ι′ fazendo o diagrama comutativo
Com(S,m) com // S4
m //
pi12
// S1
Com(S,m)
ι′
OO

 ι◦com
99tttttttttt
.
- Transitividade: Considerem-se os seguintes pullbacks
Com(S,m)×S2 Com(S,m)
p′2 //
p′1

h **TTT
TTTT
TTTT
TTTT
T
Com(S,m)
com

S4 ×S2 S4
p1

p2 // S4
s1

Com(S,m) com
// S4 s2
// s2
existe um u´nico homomorfismo h fazendo o diagrama comutativo. O homomorfismo θ ◦ h e´
tal que
m ◦ θ ◦ h = pi12 ◦ θ ◦ h (8.2)
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como se prova a seguir :
pi12 ◦ θ ◦ h = pi1 ◦ s2 ◦ θ ◦ h
= pi1 ◦ s2 ◦ p2 ◦ h
= pi12 ◦ com ◦ p′2
= m ◦ com ◦ p′2
= m ◦ 〈pi11 ◦ com ◦ p′2, pi21 ◦ com ◦ p′2, pi12 ◦ com ◦ p′2, pi22 ◦ com ◦ p′2〉,
e
pi11 ◦ com ◦ p′2 = pi1 ◦ s1 ◦ com ◦ p′2
= pi1 ◦ s2 ◦ com ◦ p′1
= pi12 ◦ com ◦ p′1
= m ◦ com ◦ p′1
logo tem-se
pi12 ◦ θ ◦ h = m ◦ 〈m ◦ com ◦ p′1, pi21 ◦ com ◦ p′2, pi12 ◦ com ◦ p′2, pi22 ◦ com ◦ p′2〉
= m ◦ 〈m ◦ com ◦ p′1, 〈pi21, pi12, pi22〉 ◦ com ◦ p′2〉;
considerando os homomorfismos
α¯ = com ◦ p′1
δ¯ = com ◦ p′2
γ¯ = 〈pi11 ◦ com ◦ p′1, pi21 ◦ com ◦ p′1, pi12 ◦ com ◦ p′2, pi22 ◦ com ◦ p′2〉
β¯ = 〈pi22 ◦ com ◦ p′1, pi21 ◦ com ◦ p′2, pi22 ◦ com ◦ p′1, pi22 ◦ com ◦ p′2〉
S4 S4
Com(S,m)
γ¯
eeKKKKKKKKKK
δ¯
99ssssssssss
α¯
yysss
ss
ss
ss
s
β¯
%%KK
KK
KK
KK
KK
S4 S4
que tornam o quadrado do diagrama (4.8) comutativo tem-se
pi12 ◦ θ ◦ h = m ◦ 〈pi11 ◦ com ◦ p′1, pi21 ◦ com ◦ p′1, pi12 ◦ com ◦ p′2,m ◦ β¯〉
= m ◦ 〈pi11 ◦ com ◦ p′1, pi21 ◦ com ◦ p′1, pi12 ◦ com ◦ p′2, pi22 ◦ com ◦ p′2〉,
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como
pi11 ◦ com ◦ p′1 = pi1 ◦ s1 ◦ p1 ◦ h
= pi1 ◦ s1 ◦ θ ◦ h
= pi11 ◦ θ ◦ h
e analogamente
pi21 ◦ com ◦ p′1 = pi21 ◦ θ ◦ h
pi12 ◦ com ◦ p′2 = pi12 ◦ θ ◦ h
pi22 ◦ com ◦ p′2 = pi22 ◦ θ ◦ h,
resulta finalmente a igualdade (8.2).
Assim existe um u´nico morfismo θ′ tal que o diagrama
Com(S,m) com // S4
m //
pi12
// S1
Com(S,m)×S2 Com(S,m)
θ′
OO

 θ◦h
55llllllllllllllll
.
seja comutativo. Da comutatividade deste diagrama resulta
s1 ◦ com ◦ θ′ = s1 ◦ θ ◦ h
= s1 ◦ p1 ◦ h
= s1 ◦ com ◦ p′1.
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9 Comutador modular
Nesta secc¸a˜o admita-se, mais uma vez, a existeˆncia da adjunc¸a˜o (5.1) e suponha-se que todo
o pseudogrupo´ide em A e´ q-alge´brico para algum termo q de aridade quatro.
Sejam α e β duas congrueˆncias numa a´lgebra A em A.
α
α1 //
α2
// A β
β1 //
β2
// A .
Denota-se por [α, β] o comutador de
S = (A/α A
pi′ //pioo A/β).
que se designa comutador modular.
Num resultado apresentado em [2] leˆ-se a seguinte caracterizac¸a˜o de variedades modu-
lares:
Teorema 9.1. (em Conjs)
Seja A uma variedade satisfazendo as condic¸o˜es do in´ıcio desta secc¸a˜o (i.e´,uma variedade
de Kiss ). A e´ modular se e so´ se o comutador e´ preservado por aplicac¸o˜es sobrejectivas,
isto e´, para qualquer epimorfismo ϕ : A→ A′ em A e quaisquer congrueˆncias α e β em A
ϕ#[α, β] = [ϕ#α, ϕ#β]
Partindo do pressuposto que este resultado e´ va´lido no contexto das variedades internas
tem-se:
Teorema 9.2. Se A e´ modular, o comutador, [α, β], e´ dado pelo pullback
[α, β] ∆ //

〈piαβ ,pi′αβ〉

∆αβ

A× A 〈pr1,pr1,pr1,pr2〉 // A× A× A× A
(9.1)
onde ∆αβ e´ a congrueˆncia em α gerada pela imagem 〈β1, β1, β2, β2〉(β).
Demonstrac¸a˜o. Sejam [S] = Cong(η) e [α, β] o comutador modular definido pelo pullback
(9.1). Pretende-se mostrar que [S] = [α, β].
[α, β] 6 [S]: Considere-se o pseudogrupoide livre S∗ =
(A/α A∗
(pi′)∗ //pi
∗
oo A/β).
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Sejam S4 e S
∗
4 as algebras dos diamantes para os spans S e S
∗, e, piij e pi∗ij as respectivas
projecc¸o˜es. Existe um u´nico homorfismo ηS4 tal que os diagramas
S4
piij

ηS4 //______ S∗4
pi∗ij

S1 = A ηS
// S∗1 = A
∗
,
comutam, para i, j ∈ {1, 2}. Denote-se por Cαβ a a´lgebra dos potenciais diamantes
comutativos definida pelo igualizador
Cαβ
pc // S4
m◦ηS4 //
pi12◦ηS4
// S
∗
1 .
Por um processo ana´logo ao apresentado na demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 8.4 conclui-se que
Cαβ determina uma subcongrueˆncia dupla de Cong(S),
Cαβ

//// S2
 
S ′2 //// S1
.
Como 〈β1, β1, β2, β2〉(β) 6 Cαβ e ∆αβ e´ a congrueˆncia em α gerada por 〈β1, β1, β2, β2〉(β),
tem-se que
∆αβ 6 Cαβ ,
consequentemente
〈pr1, pr1, pr1, pr2〉([α, β]) 6 Cαβ .
Logo e´ poss´ıvel escrever
ηS ◦ piαβ = m ◦ ηS4 ◦ 〈piαβ, piαβ, piαβ, pi′αβ〉
= m ◦ ηS4 ◦ 〈piαβ, piαβ, pi′αβ, pi′αβ〉
= ηS ◦ pi′αβ.
[S] 6 [α, β]: Considere-se o span definido pela linha inferior do diagrama seguinte
β
##G
GG
GG
GG
GG
GG
##G
GG
GG
GG
GG
GG
[α, β]

α
{{www
ww
ww
ww
ww
{{www
ww
ww
ww
ww
A∗
pi∗

A
pi′
))RR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
pi
uulll
lll
lll
lll
lll
ll
η //ηoo
ϕ

A∗
pi′∗

A/α A/[α, β] //_______oo_ _ _ _ _ _ _ A/β,
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ou seja,
A/α A/[α, β] //oo A/β. (9.2)
Pela ana´lise do diagrama comutativo
A
epi

pi
wwooo
ooo
ooo
ooo
oo
α
oooo
epi

A/α
''N
NN
NN
N A/[α, β]
epi

oo ϕ#α
oooo
(A/[α, β])/ϕ#α
ggN N N N N N
e de um diagrama ideˆntico para β verifica-se que o span (9.2) pode escrever-se do seguinte
modo
(A/[α, β])/ϕ#α A/[α, β] //oo (A/[α, β])/ϕ#β.
Como ϕ e´ definido pelo igualizador
[α, β]
//
// A
ϕ // A/[α, β],
ϕ#[α, β] e´ simplesmente ∆A/[α,β] = Cong(1A/[α,β]). Consequentemente
[ϕ#(α), ϕ#(β)] = ∆A/[α,β]. (9.3)
Por um resultado de E. W. Kiss e de (9.3) resulta que o span (9.2) tem uma estrutura de
pseudogrupo´ide.
Pela propriedade universal de η tem-se
[S] = Cong(η) 6 Cong(ϕ) = [α, β].
1. Dado um span numa variedade modular
S = (S0 S1
pioo pi
′
// S ′0),
considere-se
S˜ = (S1/Cong(pi) S1oo // S1/Cong(pi
′)),
o pseudogrupo´ide livre (S˜1)
∗ = S1/[Cong(pi), Cong(pi′)] satisfaz a propriedade universal
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que se pretende para S∗
S0 S
′
0
S1/Cong(pi)
OO


S1
η

//oo
pi
ffMMMMMMMMMMMMM
pi′
88qqqqqqqqqqqqqq
S1/Cong(pi
′)
OO


(S˜1)
∗
88qqqqqqqqqqq
ffLLLLLLLLLL
,
logo
[S] = [Cong(pi), Cong(pi′)].
Na variedade dos grupos (ordina´ria) o comutador e´ modular,
[S] = [Cong(pi), Cong(pi′)] = {(a, b)|ab−1 ∈ [K,K ′]} (9.4)
onde K e K ′ sa˜o nu´cleos
K = [1]pi = {x ∈ S1|pi(x) = 1}
K ′ = [1]pi′ = {y ∈ S1|pi′(y) = 1}
e
[K,K ′] = {[x, y]|x ∈ K, y ∈ K ′}
com [x, y] = xy−1x−1y.
2. Numa variedade modular o Teorema 7.2 pode ser reformulado, substituindo [S] por
[α, β], omitindo (7.3) tem-se:
(α1 6 α2, β1 6 β2)⇒ [α1, β1] 6 [α2, β2],
[α, β] = [β, α],
[α, β] 6 α ∧ β.
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10 Comutador em categorias de functores
Nesta secc¸a˜o suponha-se que E e´ uma categoria de functores, E = ConjsX, A e´ uma variedade
de algebras em E e A uma variedade de algebras do mesmo tipo, em Conjs. Suponha-se
ainda que A admite pseudogrupo´ides livres, isto e´, existe adjunto esquerdo para o functor-
esquecido:
P (A)
forgeful//
S(A)
∗oo
. (10.1)
Denote-se por η, a unidade desta adjunc¸a˜o. Por exemplo se X =
•
@
@@
@@
@@
•
??~~~~~~~
@
@@
@@
@@
•
•
??~~~~~~~ ,
um objecto em E e´ um diagrama
A
  @
@@
@@
@@
B
>>~~~~~~~
  @
@@
@@
@@
C
D
>>~~~~~~~
onde A, B, C e D sa˜o conjuntos. Facilmente se verifica que um magma em E (i.e´, uma a´lgebra
que consiste num objecto A e um morfismo A × A → A, tambe´m designado grupo´ide) e´ o
mesmo que um functor de X para a variedade dos magmas.
A× A
%%KK
KKK
KKK
KK












B ×B












99ssssssssss
%%LL
LLL
LLL
LL
C × C












D ×D












99ssssssssss
A
%%LL
LLL
LLL
LLL
L
B
;;wwwwwwwwww
##G
GG
GG
GG
GG C
D
99rrrrrrrrrrrr
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Este resultado pode ser generalizado a qualquer variedade de algebras e a qualquer categoria
de functores, logo tem-se
A = AX.
Se G = 2, isto e´, G consiste em dois pontos sem setas, um span S em A consiste em treˆs
pares ordenados de algebras em A, S0 = (S00 , S10), S ′0 = (S ′00 , S ′10 ) e S1 = (S01 , S11) e dois pares
de homomorfismos pi = (pi0, pi1) e pi′ = (pi′0, pi′1) como no diagrama seguinte
S01
pi0
 



pi′0
  @
@@
@@
@@
S00 S
1
1
pi1
 



pi′1
  @
@@
@@
@@
S ′00
S11 S
′1
1
ou seja, um span em A e´ um par de spans em A
S = (S0, S1),
e tambe´m existe, em A, adjunto esquerdo para o functor-esquecido
P (A)
forgetful//
S(A).
∗oo
com a unidade, η¯, definida por η¯S = (ηS0 , ηS1). Consequentemente o comutador em A e´ dado
por
[S] = ([S0], [S1]).
Suponha-se agora que
X = (· // ·),
um span em A e´ um diagrama comutativo
S01
s1

pi0
 



pi′0
  @
@@
@@
@@
S00
s0

S11
pi1
 



pi′1
  @
@@
@@
@@
S ′00
s′0

S11 S
′1
1
em A.
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A unidade da adjunc¸a˜o
P (A)
forgetful//
S(A)
∗oo
e´ definida pelo diagrama comutativo
S0∗



vvmmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mm
||xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
S01
ηS0
//
s1
 



  @
@@
@@
@@
S1∗
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
mm
||yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
y
S00
s0

S11
ηS1
//
 



  @
@@
@@
@@
S ′00
s′0

S10 S
′1
0
em A. Facilmente se conclui que o comutador e´ o homomorfismo
[S] = ([S0] // [S1])
definido unicamente pelo seguinte diagrama comutativo
[S1] //

S11
ηS1

[S0]

//
aaC
C
C
C
S01
s1
=={{{{{{{{
ηS0

S01
s1
}}{{
{{
{{
{{
{ ηS0
// S0∗
!!C
CC
CC
CC
C
S11 ηS1
// S1∗,
onde os quadrados sa˜o pullbacks.
Mais geralmente, seja S um span em A
S = (G F
pioo pi
′
// H) (10.2)
onde F , G e H sa˜o functores em AX e, pi e pi′ sa˜o transformac¸o˜es naturais; o comutador e´
um functor
X
[S] // A
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definido nos objectos por
[S](X0) = [S(X0)] = [G(X0) F (X0)
piX0 //
pi′X0oo H(X0)],
e dado um morfismo em X
X0
f // X1
[S](X0)
[S](f) // [S](X1) e´ o homomorfismo definido pelo diagrama
[S(X1)] //

F (X1)
ηS(X1)

[S(X0)]

//
eeK
K
K
K
K
F (X0)
F (f)
88qqqqqqqqqqq
ηS(X0)

F (X0)
F (f)
yysss
sss
sss
s
ηS(X0)
// (F (X0))
∗
(F (f))∗
&&MM
MMM
MMM
MMM
F (X1)
1
ηS(X1)
// (F (X1))
∗
onde (F (f))∗ e´ o homomorfismo definido pela propriedade universal de η como mostra o
seguinte diagrama comutativo:
(F (X0))
∗
(F (f))∗



ww yyttt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
F (X0)
ηS(X0)
00
F (f)
zzttt
tt
tt
tt
$$JJ
JJ
JJ
JJ
J
(F (X1))
∗
ww yyttt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
G(X0)
G(f)

F (X1)
ηS(X1)
00
zzttt
tt
tt
tt
$$JJ
JJ
JJ
JJ
J
H(X0)
H(f)

G(X1) H(X1) .
Nestas condic¸o˜es podera´ dizer-se que o comutador e´ definido termo-a-termo.
Dado um functor
X′ I // X
para cada span S em A = AX tem-se que [S]◦I e´ um comutador em A′ = AX′ , basta observar
que
[S] ◦ I = [S ◦ I]
dado que o comutador e´ definido termo a termo. Deste modo o functor I induz um functor
entre as variedades A e A′ que preserva comutadores.
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11 Preservac¸a˜o de comutadores por functores
Na parte final da secc¸a˜o anterior apresentou-se um caso muito simples de preservac¸a˜o de
comutadores. Tambe´m usando como exemplo a categoria de functores, facilmente se conclui
que o functor diagonal
A ∆ // AX
preserva comutadores: seja S um span em A. Como o comutador e´ definido termo a termo
tem-se que
[∆(S)] = [(S, ..., S, ...)] = ([S], ...[S], ...)) = ∆([S]).
Em que condic¸o˜es e´ que um functor preserva comutadores?
Sejam A e B duas variedades que admitem pseudogrupo´ides livres. Considere-se uma
adjunc¸a˜o
A
I //
B
J
oo (11.1)
onde J e´ um functor que preserva limites finitos. Esta adjunc¸a˜o induz uma adjunc¸a˜o entre
a categoria dos spans em A e a categoria dos spans em B,
S(A)
S(I) //
S(B),
S(J)
oo
em que a unidade desta adjunc¸a˜o e´ definida para cada span S = (S0 S1
pioo pi
′
// S ′0) em A
por (ηS0 , ηS1 , ηS′0) onde η e´ a unidade da adjunc¸a˜o (11.1). Como o conjunto Hom coincide
na categoria dos spans e na categoria dos pseudogrupo´ides e ambos os functores, I e J ,
preservam limites finitos, a adjunc¸a˜o (11.1) tambe´m induz uma adjunc¸a˜o entre a categoria
dos pseudogrupo´ides em A e a categoria dos pseudogrupo´ides em B,
P (A)
P (I) //
P (B).
P (J)
oo
Facilmente se conclui que o diagrama
S(A) S(I) // S(B)
P (A)
forgetful
OO
P (I)
// P (B)
forgetful
OO
(11.2)
comuta. Como a composic¸a˜o de adjuntos e´ um adjunto e o adjunto de um functor e´ u´nico
(a menos de um isomorfismo), tem-se que o seguinte diagrama constitu´ıdo pelos adjuntos a`
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direita dos functores do quadrado (11.2),
S(A)
∗

S(B)S(J)oo
∗

P (A) P (B)
P (J)
oo
(11.3)
comuta.
Seja
T = (T0 T1
pioo pi
′
// T ′0)
um span em B. Como J preserva limites, J([T ]) e´ um pullback,
J([T ]) //

J(T1)

J(T1) // J(T
∗
1 ).
Como
(S(J)(T ))1 = J(T1)
e pela comutatividade do diagrama (11.3)
J(T ∗1 ) ≈ (S(J)(T ))∗1,
tem-se
[S(J)(T )] ≈ J([T ]).
Podera´ enta˜o dizer-se que o functor J preserva comutadores.
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